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Deux articles sont a l’origine de ce travail. Le premier, de A. Jehanne,
[Je], e tudie le lien existant entre le proble me de plongement lie a la surjec-
tion S 4  S4 et la parite du nombre de classes au sens restreint d’une
S4 -extension de Q. Le second, de P. Bayer et G. Frey [B-F], donne une
construction elliptique des S4-extensions de Q et explique en particulier
dans quels cas les S4-extensions ainsi construites admettent une solution au
proble me de plongement S 4  S4 .
Nous nous appuyons ici sur cette construction elliptique des S4-exten-
sions pour ame liorer les re sultats de [Je]. Cette nouvelle approche du
proble me permet en particulier la re alisation de familles infinies de
S4 -extensions N admettant une solution au proble me de plongement en
imposant des conditions sur la parite du nombre de classes au sens
restreint de N, que nous notons h+N .
Soient n un entier, n4, et Sn le groupe syme trique de n lettres. Soit
KQ une extension de degre n et de clo^ture galoisienne N, on note
G=Gal(NQ). Nous conside rons le proble me de plongement lie a la
surjection S n  Sn ou S n de signe l’unique extension centrale non triviale
de degre 2 de Sn dans laquelle les transpositions (resp. les produits de deux
transpositions a supports disjoints) se rele vent en des involutions (resp. des
e le ments d’ordre 4) : nous disons que N est plongeable s’il existe une
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extension quadratique N de N galoisienne sur Q telle que Gal(N Q)&G ,
ou G est de fini par plongement de G dans Sn .
L’examen de cas particuliers a amene Jacques Martinet a lier ce
proble me de plongement a celui de la parite du nombre de classes au sens
restreint de N. Plus pre cise ment, il pose la question suivante : ‘‘si NQ est
plongeable et si l’extension de groupes G  G est non triviale, le corps N
a-t-il ne cessairement un nombre de classes au sens restreint h+N pair?’’
Prenons n=4 (auquel cas on remarque que S 4 &Gl2(F3)). Alors la
conjecture se re alise pour les corps quartiques K de type S4 de plus petits
discriminants en valeur absolue (par exemple, pour les corps de
discriminants respectifs &283 et &331, la re alisation N du plongement
e voque e par J.-P. Serre dans [Se4] est telle que l’extension N N soit non
ramifie e aux places finies). De plus, la conjecture est de montre e dans les cas
ou G est isomorphe a C2_C2 et a A4 ([B-K]).
Le cas ou G&S4 est e tudie dans [Je]. Un the ore me de J.-P. Serre
([Se2], the ore me I) rame ne le proble me de plongement conside re au calcul
de l’invariant de Witt de la forme TrKQ(x2). Ce re sultat implique en
particulier que lorsque l’extension NQ est plongeable, le corps K est de
signature (4, 0) ou (2, 1). Soit C l’unique corps cubique (a conjugaison
pre s) contenu dans N, soit dK le discriminant de K, soit k=Q(- dK) le
corps quadratique associe a K et soit K $=K(- dK) le compose de K et de
k. L’extension NK $ est cyclique de degre 3. Comme (N : K $) est impair, on
voit facilement que si h+K $ est pair, alors h
+
N est pair. De plus, le caracte re
semble-t-il largement ale atoire de la parite du nombre de classes dans une
extension cubique laisse penser que si l’on trouve des cas ou h+K $ est impair,
alors il existe e galement des exemples ou h+N est impair. C’est donc le
nombre de classes h+K $ qui est e tudie dans [Je]. On y de montre le re sultat
suivant :
The ore me A.
(1) Si K est de signature (4, 0), le nombre de classes au sens restreint
h+K $ de K $ est pair.
(2) On suppose K de signature mixte et N plongeable. Si en outre
k{Q(- &1) et si les discriminants de dK et dC sont e gaux, alors le nombre
de classes hK $ de K $ est pair.
De plus, [Je] contient un exemple ou hN est impair dans le cas ou le
corps K est de signature mixte, ou l’extension NQ est plongeable et ou
k=Q(- &1). Si k=Q(- &1), on note que N contient les racines
quatrie mes de l’unite . Ce fait donne a l’exemple pre ce dent un caracte re tre s
particulier et laissait espe rer une re ponse positive a la question pose e sous
l’hypothe se que \1 sont les seules racines de l’unite contenues dans N.
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Dans ce travail, nous reprenons cette e tude dans le cas d’une signature
mixte par des me thodes diffe rentes inspire es par l’article de P. Bayer et
G. Frey [B-F]. Nous utilisons en particulier la construction elliptique des
S4-extensions qu’ils introduisent : on fixe une clo^ture alge brique Qc de Q et
pour tout sous-corps F de Qc on pose GF=Gal(QcF ). Soit f un polyno^me
de finissant le corps C et soit E la courbe elliptique d’e quation y2= f (x). La
clo^ture galoisienne D de C est obtenue par adjonction a Q des points de
2-division de E. On montre facilement l’existence d’un isomorphisme de
groupes . [ .~ de H1(GQ , E2) dans HomGal(DQ )(GD , E2) et l’on note N.
le corps des invariants de Qc par le noyau de .~ .
The ore me B ([B-F]). L’application qui a . associe N. de finit une
bijection entre H1(GQ , E2)"[0] et l ’ensemble des S4 -extensions contenant C.
Il est a noter que cette bijection permet de munir l’ensemble des S4 -
extensions contenant C (auquel il faut ajouter un e le ment neutre qu’on
peut choisir e gal a D) d’une structure de groupe dont nous donnons une
interpre tation alge brique au 9 I.
Puisque le proble me de plongement conside re peut se re soudre par le
biais d’un calcul d’invariant de Witt, il se re duit a des proble mes locaux. Ce
n’est bien su^r pas le cas du calcul du nombre de classes de N. Ne anmoins,
celui-ci de pend fortement de la ramification de NQ. Il est donc clair que
le choix de . et les proprie te s de re duction de la courbe E joueront un ro^le
fondamental dans notre e tude : les proprie te s souhaite es pour les extensions
sont obtenues en imposant le type de re duction de la courbe et, si l’on se
restreint au cas ou . est de fini par un point P de E rationnel sur Q, la
nature de P.
Comme on peut le voir au 9 IV, cette approche elliptique est propice aux
constructions explicites qui constituent les principaux re sultats de cet
article. Gra^ce a ces me thodes, nous pouvons en effet donner de nombreux
exemples ou hK $ est impair, ou N est plongeable et ou le nombre de racines
de l’unite contenues dans k est e gal a 2. En particulier, nous construisons
une famille infinie de corps quartiques de type S4 , parmi lesquels on peut
penser qu’il se trouve une infinite de tels exemples (proposition IV.5). Nous
donnons e galement une famille infinie d’exemples ou hK $ est pair (proposi-
tion IV.8), ainsi que plusieurs familles dans lesquelles se ve rifie l’implica-
tion: ‘‘si N est plongeable, alors hN est pair’’ (proposition IV.7).
La plupart des corps quartiques de type S4 conside re s sont de finis par
des polyno^mes de la forme X 4+aX+b et posse dent une construction ellip-
tique. Cette construction permet (the ore me IV.4) l’e laboration d’un crite re
simple pour de cider si le corps quartique K de fini par un polyno^me de la
forme X 4+aX+b est ou non de type S4 (resp. A4) ; l’e tude locale effectue e
au 9 III permet alors de de terminer les ramifications des nombres premiers
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dans K. Notons que ces derniers re sultats donnent une re alisation elliptique
du corps quartique de type S4 de signature mixte (resp. totalement
imaginaire) de plus petit discriminant en valeur absolue.
Le plan de cet article est le suivant : dans le 9 I, nous de crivons la loi
de groupe des S4-extensions induite par le the ore me B. Le 9 II comple te
les re sultats de [Je] : nous donnons des conditions suffisantes (resp.
ne cessaires) tre s pre cises portant sur la ramification de NQ pour que hN
soit pair (resp. impair). Le 9 III contient l’e tude de la ramification de NQ
en fonction des proprie te s de re duction de la courbe elliptique sous-jacente.
Nous conside rons en particulier le cas des nombres premiers d’indice de
ramification 6 non traite dans [B-F]. Enfin, dans le 9 IV, nous utilisons ces
re sultats pour construire les exemples annonce s. La partie nume rique de ce
travail a e te effectue e a l’aide du syste me PARI.
I. Sur les S4 -extensions de Q
Reprenons les notations de l’introduction en supposant le corps cubique
C non galoisien et de signature quelconque.
Soit SC l’ensemble des S4-extensions contenant C, auxquelles on adjoint
D. La bijection introduite dans le the ore me B se prolonge en une bijection
de H 1(GQ , E2) sur SC et permet par transport de structure de munir SC
d’une loi de groupe. A la suite d’une remarque de Jacques Martinet, nous
donnons dans ce paragraphe une interpre tation alge brique de ce groupe.
Conside rons le groupe QC des extensions quadratiques de C (groupe
dont l’e le ment neutre est C). Tout e le ment L de QC est de fini par un e le -
ment , de H 1(GC , [\1]) tel que (Qc)Ker ,=L. On appelle norme de L,
qu’on note NCQ(L), l’extension quadratique de Q de finie par Cor(x) ou
Cor de signe la corestriction de H 1(GC , [\1]) dans H 1(GQ , [\1]). On
remarque que L est de norme triviale si et seulement si L=C(- :) avec
NCQ(:) # Q*2. Jacques Martinet nous a communique le re sultat suivant
obtenu inde pendamment par J. P. Serre et peut-e^tre assez ancien mais pour
lequel nous n’avions pas de re fe rences pre cises a proposer:
The ore me I.1. (1) Il existe une unique extension quadratique L de C,
distincte de C, incluse dans N et de norme triviale. Le corps L est alors
contenu dans le compose KC de K et de C et N est sa clo^ture galoisienne
sur Q.
(2) Si L est une extension quadratique de C distincte de C et de norme
triviale, alors la clo^ture galoisienne de L sur Q a un groupe de Galois
isomorphe a S4 .
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De monstration. La premie re partie du the ore me est de montre e dans
[Je] (The ore me I.2). Re ciproquement, soit L=C(- :) un e le ment de
QC"[C] et soit D la clo^ture galoisienne de C contenue dans L . Alors
L$=D(- :) posse de trois conjugue s L$1 , L$2 et L$3 sur Q. En effet, soit L une
clo^ture galoisienne de LQ et soit _ un releve dans Gal(L Q) d’un e le ment
d’ordre 3 de Gal(DQ); si _(L$) e tait e gal a L$, alors il existerait * # C* tel
que _(:)=*2:. On aurait alors : NCQ(:)=(*2_(*))2 :3 # Q*2, ce qui est
absurde. Or, le corps L$3 est contenu dans le compose de L$1 et L$2 , qui est
donc galoisien sur Q : c’est la clo^ture galoisienne L de l’extension LQ.
Ainsi, le corps L est de degre 24 sur Q et Gal(L Q) est une extension de
Gal(DQ)&S3 par le groupe V=[D, L$1 , L$2 , L$3]&V4 (le groupe bicycli-
que d’ordre 4). Le groupe Gal(L Q) correspond alors a un e le ment de
H 2(Gal(DQ), V ). En conside rant la suite de HochschildSerre associe e a
la suite exacte
1  V  Gal(L Q)  Gal(DQ)  1,
on montre enfin que ce groupe de cohomologie H 2(Gal(DQ), V ) est tri-
vial, et donc que Gal(L Q)&S4 . K
Le the ore me I.1 met en e vidence une bijection entre le sous-groupe Q0C
des e le ments de QC de norme triviale et SC . Montrons que cette bijection
est un isomorphisme de groupe.
Soit L une extension quadratique de C distincte de C et de norme triviale
et NL sa clo^ture galoisienne. Nous construisons l’e le ment de .L de
HomGal(DQ )(GD , E2) qui de finit NL .
Soit _ un releve dans Gal(NLQ) d’un e le ment d’ordre 3 de Gal(DQ) et
soit : # C* tel que L=C(- :). On pose :1=:, :2=_(:), :3=_2(:). Pour
tout e le ment s de GD , on a s(:i)=:i et donc s(- :i)=\- :i quelque soit
i # [1, 2, 3]. Comme >3i=1 :i # Q*
2, on remarque que soit s(- :i)=- :i
\i # [1, 2, 3], soit il existe un unique e le ment i de [1, 2, 3] tel que
s(- :i)=- :i. On suppose la courbe E d’e quation y2= f (x), ou f de signe
le polyno^me minimal d’un e le ment primitif # de C. Le point P de coordon-
ne es affines (#, 0) est l’unique point de E2 rationnel sur C. On pose P1=P,
P2=_(P) et P3=_2(P). De finissons l’application
.L : GD  E2
s [ {O si s(- :i)=- :i \i # [1, 2, 3]Pi tel que s(- :i)=- :i sinon.
On de duit facilement des de finitions le re sultat suivant, obtenu inde -
pendamment par S. Bo ge :
Proposition I.2. (1) .L # HomGal(DQ )(GD , E2) et NL=(Qc)Ker .L.
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(2) L’application
 : Q0C  SC
L [ NL ,
est un isomorphisme de groupes.
Remarque. Lorsque C est une extension cubique galoisienne de Q, on
peut munir comme pre ce demment l’ensemble AC des A4-extensions de Q
contenant C de la structure de groupe induite par celle de H 1(G Q , E2).
Nous ne sommes pas parvenus a obtenir dans ce cas un analogue de la
proposition I.2.
II. Proble me de plongement et classes d’ide aux
Nous donnons dans ce paragraphe les conditions suffisantes (resp.
ne cessaires) pour que hK $ soit pair (resp. impair) annonce es dans l’intro-
duction.
Nous aurons besoin par la suite de connai^tre les ramifications possibles
des nombres premiers dans l’extension NQ. Soit p un nombre premier
ramifie dans K et P un ide al de ON au-dessus de p. On note respectivement
G&1 et G0 le groupe de de composition et le groupe d’inertie de P dans
NQ. En utilisant des re sultats classiques sur les groupes de ramification
(voir par exemple [Se3], chapitre IV), on peut calculer les structures
possibles de G&1 et de G0 . On en de duit le tableau II.1, qui donne les
de compositions possibles de p dans les corps C, L, k, K et K $. (Dans ce
tableau, C2 de signe un groupe d’ordre 2). Pour faciliter la lecture de ce
tableau en liaison avec notre e tude, rappelons que l’extension ND est
ramifie e en un nombre premier p si et seulement si p se ramifie dans LC
(voir [Je], 9 I).
The ore me II.2. On suppose l ’extension NQ plongeable et K de
signature mixte. Soit t le nombre d ’ide aux premiers de K ramifie s dans K $.
On distingue les cas ou t=0, 1, 2 et ou t3.
(a) t=0. Le nombre de classes hK $ est impair si et seulement si hK est
impair.
(b) t=1. Le nombre de classes hK $ est impair si et seulement si h+K est
impair.
(c) t=2. Les ide aux premiers de K ramifie s dans K $ divisent le me^me
nombre premier p.
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TABLEAU II.1.
C L k K K $ Commentaire
p1 p$1 p1" p21 p1$
2p2" p1 p$1 p22 p
2
2 p2$
2 G&1&C2_C2 , G&1/A4
p1 p$1 p1" p21 p1$
2p1"p1$$$ p1 p$1 p21p1$
2 >4i=1 p
(i ) 2
1 G&1=G0/A4 , |G0 |=2
p1 p$1 p1" p21p1$
2p1"2 p1 p$1 p41 p
4
1p1$
4 G&1=G0/A4
G0&C2_C2 , p=2
p2 p$1 p22p$1p1" p2 p
2
1p1$
2 p22p2$
2 |G0 |=2
ou p2p2$2 ou p22 ou p
2
4 G&13 A4 , G0/A4
p2 p$1 p22p1$
2 p2 p41 p
4
2 G0&C2_C2 , p=2
G&1&D4 , G0/A4
p3 p23 p1 p$1 p
4
1 p
4
2 G&1&A4 , G0&D4 , p=2
p21p$1 p
4
1p$1p1" p
2
1 p
2
1p1$
2 p41p1$
4 G0&C2_C2
ou p41 p$2 ou p
2
2 ou p
4
2 G03 A4 , p=2
p21p$1 p
4
1p1$
2 p21 p
4
1 p
4
1p1$
4 G0 cyclique
ou p42 d’ordre 4
p21p$1 p
4
1p1$
2 p21 p
4
1 p
8
1 G0&D4 , p=2
p21p$1 p
2
1p$1p1"
2p1$$$ p21 p
2
1p$1p1" p
2
1p1$
2p1"2p1$$$2 |G0 |=2, G&1=G03 A4
p21p$1 p
2
2p$1p1" p
2
1 p
2
1p$2 p
2
2p2$
2 |G0 |=2, G03 A4
G&1&C2_C2
p31 p
3
1p1$
3 p1 p$1 p31p$1 p
3
1p$1p1"
3p1$$$ |G0 |=3
ou p2 ou p32p$2
p31 p
3
1p1$
3 p21 p
3
1p$1 p
6
1p1$
2 |G0 |=6, p=3
p31 p
6
1 p1 p$1 p
4
1 p
4
1p1$
4 G0&A4
ou p2 ou p42 p=2
Si l ’extension ND est soit non ramifie e, soit ramifie e au-dessus d ’au moins
deux nombres premiers de Q, alors hK $ est pair.
Si l ’extension ND est ramifie e au-dessus d ’un unique nombre premier q de
Q, alors hK $ est pair si et seulement si h+K est pair ou si
(q, p)p=1 si k{Q(- &1) et si k{Q(- &2)
(&1, q)2=1 si k=Q(- &1)
(&2, q)2)=1 si k=Q(- &2),
ou ( , )p de signe le symbole de Hilbert local en p.
(d) t3. Le nombre de classes hN est pair.
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De monstration. Conside rons la formule des classes ambiges ([Ch]) :
haK $=
2t+1hK
[EK : EK & NK $K (K $*)]
ou haK $ de signe le nombre de classes de K $ invariantes par Gal(K $K ) et EK
le groupe des unite s de K. Le proble me est donc de calculer l’entier
i=[EK : EK & NK $K (K $*)] quand t<3. En aucun cas &1 n’appartient a
NK $K (K $), donc 2 divise i.
(a) t=0. L’extension K $K est non ramifie e en toute place finie; en
une telle place, toute unite de K est donc localement une norme provenant
de K $. La formule du produit montre alors que toute unite non totalement
ne gative de K appartient a NK $K (K $*). On obtient donc que i=2, c’est-a -
dire que haK $=hK .
(b) t=1. Un raisonnement analogue montre que le groupe E +K des
unite s de K totalement positives est e gal a EK & NK $K (K $*), et donc que
i=[EK : E +K ]. Comme de plus h
+
K hK=2
&1[E +K : E
2
K] et [EK : E
2
K]=2
3,
on obtient que haK $=h
+
K .
(c) t=2. Puisque N est plongeable, les deux ide aux premiers de K
qui se ramifient dans K $ divisent le me^me nombre premier p de Q
(tableau II.1 et [B-F], table 1). En raisonnant sur les unite s comme pour
t=1, on montre que haK $=2h
+
K [E
+
K : EK & NK $K (K $*)]
&1. Ainsi, hK $ est
pair si et seulement si E +K =EK & NK $K (K $*) ou si h
+
K est pair. On montre
dans [Je] que si l’extension ND est non ramifie e ou ramifie e au-dessus
d’au moins deux nombres premiers, alors h+K est pair. Supposons que
h+K soit impair. Alors l’extension ND est ramifie e au-dessus d’un unique
nombre premier q. De plus, l’e tude des ramifications de q dans N montre
qu’il existe un ide al I de K tel que q=I2 (tableau II.1). Si % est un
ge ne rateur de I, l’unite ==%2q de K engendre E +K modulo E
2
K . On en
de duit que E +K =EK & NK $K (K $*) si et seulement si q # NK $K (K $*).
Soit d l’entier sans facteurs carre s tel que K $=K(- &d). Il reste a
calculer le symbole de Hilbert (&d, q) dans chacun des cas envisageables,
a savoir :
(1) d=p#3 mod 4 et q est impair distinct de p.
(2) d=p#1 mod 4 et q=2.
(3) d=q#1 mod 4, p=2 et 2OK=p21p$1p"1 .
(4) d=pq#3 mod 4.
(5) d=pq ou q=2 et ou p est impair.
(6) d=pq ou p=2 et ou q est impair.
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(7) d=2 et q{2 ( p=2).
(8) d=1 avec q{2 et 2OK=p2p$p" ( p=2).
(9) d=1 ou 2, q=2, 2OK=p21p$1
2 et 2OK $=p41p$1
4 ( p=2).
Remarquons que les nombres premiers p et q ne sont e gaux que dans le
cas (9).
Pour tout ide al premier r, divisant un nombre premier r et de degre re si-
duel ou d’indice de ramification pair, on a (&d, q) r=(&d, NK rQr(q))r=1,
puisqu’alors NKr Qr(q) est un carre dans Qr . En particulier, pour tout ide al
premier q divisant q, (&d, q) q =1. Il suffit donc de calculer le symbole
(&d, q) p pour tout ide al p divisant p ou 2 et de degre re siduel et d’indice
de ramification impairs.
Dans les cas (1), (2), (4), (5) et (6), on a pOK=p1p$1p"1 2 ou p1p$1 3
et (&d, q) p =( p, q)p . Les ide aux situe s au-dessus de 2 demandent un
calcul supple mentaire dans les cas (1) et (4). Si p est un tel ide al
(de degre re siduel et d’indice de ramification impairs), on a: (&d, q) p =
(&d, q)2 , lequel est e gal a (&1))( p+1)(q&1)4=1 dans le cas (1) et a
(&1)( pq+1)(q&1)4=1 dans le cas (4). La situation (3) permet un calcul
facile : (&d, q)=(&q, q)=1. Mais dans ce cas, qOK=q4 (tableau II.1) et
donc q#1 mod 8 puisque l’extension est suppose e plongeable ([B-F],
table 1), ce qui entrai^ne que (2, q)2=1. Les cas (7), (8) et (9) sont
e vidents. K
Remarque. Si l’extension NQ n’est pas plongeable, les assertions (a),
(b) et (d) du the ore me II.2 restent valables : seule, l’assertion (c) ne
s’applique pas a ce cas.
III. Ramification et courbes elliptiques
Soient E une courbe elliptique de finie sur Q de discriminant non carre
et ne contenant pas de points de 2-division rationnels sur Q autres que O.
Soit . un e le ment de H1(GQ , E2)"[0] et D=Q(E2), alors DQ est une
extension galoisienne a groupe de Galois die dral d’ordre 6. De plus, si .~
de signe l’e le ment de HomGal(DQ )(GD , E2) correspondant a ,, le corps
N.=(Qc)Ker .~ est galoisien sur Q a groupe de Galois S4 et N. est clo^ture
galoisienne d’un corps quartique K. Soit p un nombre premier. On note
Gp=Gal(Qcp Qp).
Supposons que . provienne de E(Q)2E(Q) ; c’est-a -dire, supposons que
. soit de fini par un cocycle s [ ( 12P)
s& 12 P, ou P # E(Q)"2E(Q) et ou
1
2P
de signe l’un quelconque des points R tels que 2R=P. Soit NP=N. . On
montre que dans ce cas NP=D( 12P) et K=Q(
1
2P). Nous donnons dans ce
paragraphe la ramification dans NP des nombres premiers de Q en fonction
des proprie te s locales de E et de P. Les re sultats obtenus se ge ne ralisent
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imme diatement au cas ou . appartient au groupe de Selmer en 2 de E
puisque dans ce cas, pour toute place v de Q, l’e le ment .v de
H1(Gv , E2(Qcv)) obtenu par restriction au groupe de de composition Gv
provient d’un point de E(Qv).
Remarque. Dans le cas ou le discriminant de la courbe elliptique E est
un carre dans Q, le corps N. associe a . par la proposition B est une
extension galoisienne de Q a groupe de Galois A4 . Comme tout ce
paragraphe traite de notions locales, il s’applique e galement a ce cas.
Proposition III. Soient NP une S4 -extension de Q provenant d ’un point
P de E(Q) et S l ’ensemble des nombres premiers ou E a mauvaise re duction.
Alors l ’extension NP Q est non ramifie e en dehors de S _ [2].
De monstration. Le crite re de Ne ron-Ogg-Shafarevich ([Si], VII, 9 4)
montre tout d’abord que l’extension DQ est non ramifie e en dehors de
S _ [2]. Soit p un nombre premier n’appartenant pas a S _ [2], soit v une
place de D au-dessus de p et soit Dv le comple te de D en v. Montrons que
pour tout e le ment _ du groupe d’inertie Iv de Dcv Dv , le point
Q=( 12P)
_& 12P est e gal a l’e le ment neutre O de E. Soit E la courbe re duite
de E en p. Comme Iv ope re trivialement sur le corps re siduel D de D,
la re duction Q de Q dans D est l’e le ment neutre. On sait que
l’homomorphisme E2  E (D ) est injectif ([Si], VII, proposition 3.1).
Comme Q # E2 , le point Q est bien e gal a O. K
Dans la suite de ce paragraphe, p de signe un nombre premier impair ou
E a mauvaise re duction et v (resp. w) une place de D (resp. NP) divisant
p. On note Dv et Nw les comple te s respectifs de D et NP en v et w et ep(NP)
l’indice de ramification de p dans NP . Les entiers j et 2 de signent respec-
tivement l’invariant modulaire et un discriminant de E (suppose minimal
en p). Tout d’abord, l’unique corps quadratique k contenu dans NP est e gal
a Q(- 2) et donc p est ramifie dans k si et seulement si la valuation vp(2)
de 2 en p est impaire. Les autres ramifications doivent e^tre e tudie es plus
attentivement en distinguant chacun des types que peut prendre la re duc-
tion de E en p.
III.1. Re duction multiplicative
Proposition III.1. On suppose la re duction en p de E multiplicative.
Alors ep(NP)=1 ou 2. De plus, ep(NP)=2 si et seulement si l ’une des condi-
tions suivantes est satisfaite:
(1) vp(2) est impair.
(2) La re duction est multiplicative de ploye e et P  E0(Qp)+2E(Qp).
(3) La re duction est multiplicative non de ploye e, P  E0(Qp) et
vp(2)#2 mod 4.
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De monstration. Soient q # Qp le nombre p-adique tel que l’invariant
modulaire jq de la courbe de Tate Eq soit e gal a j et F l’extension quadrati-
que (e ventuellement triviale) non ramifie e de Qp sur laquelle les courbes
Eq et E deviennent isomorphes (voir par exemple [Si], the ore me 14.1).
On rappelle que F=Qp si et seulement si la re duction est de ploye e. On
rappelle e galement qu’il existe un isomorphisme de GF-modules
, : (Qcp)*q
Z[E(Qcp) dont la restriction aux unite s de (Q
c
p)* a son image
dans le groupe E0(Qcp) des points de E(Q
c
p) de re duction non singulie re.
On a : ,&1(E2)=[\1, \q12] modulo qZ. Soit *P=,&1(P), on a : FNw=
F(q12, *12P ). Ainsi existe-t-il une injection de Gal(FNwF ) dans le groupe
bicyclique d’ordre 4 C2 _C2 . L’indice de ramification de l’extension FNwF
est donc e gal a 1 ou 2. Comme l’extension FQp est non ramifie e, on
obtient que ep(NP)=1 ou 2. Il reste a e tudier le cas ou vp(2)=&vp(q) est
pair, c’est-a -dire le cas ou l’extension Dv Qp est non ramifie e.
Si la re duction est multiplicative de ploye e, alors , est un isomorphisme
de Gp-modules. Ainsi, P # E0(Qp)+2E(Qp) si et seulement si vp(*P)=v(*P)
est pair.
Si la re duction est multiplicative non de ploye e et si P # E0(Qp)+2E(Qp),
on en de duit comme pre ce demment que FNw FDv , et donc Nw Dv est non
ramifie e. Remarquons que si l’extension FNw FDv est ramifie e, vP(*P)
est impair et vp(NFQp(*P))#2 mod 4 ; comme de plus , induit un
isomorphisme de groupes de [u # F*: NFQp(u) # q
Z]q Z dans E(Qp), on en
de duit que NFQp(*P) # q
Z et donc que vp(q)#2 mod 4. Posons q==p4n+2,
ou n # Z et ou = de signe une unite de Qp , et supposons que NwDv soit non
ramifie e. Soit *P=up2m ou u # O*F et ou m # Z. Comme NFQp(*P) # q
Z, il
existe k # Z tel que NFQp(u)==
k et 4m=(4n+2)k. Soit k$=k2 ; comme
l’extension FQp est non ramifie e, il existe v # O*F tel que NFQp(v)==
k$. Soit
alors S=,(vpm), on ve rifie que S # E(Qp) et que P&2S # E0(Qp). Pour
conclure, on utilise le fait que dans le cas de re duction multiplicative
non de ploye e, E(Qp)E0(Qp) est d’ordre 1 ou 2 ([Si], appendice C,
corollaire 15.2.1). K
Remarque. Le corollaire 15.2.1 de [Si] indique e galement que dans le
cas de re duction multiplicative de ploye e, le groupe E(Qp)E0(Qp) est cycli-
que d’ordre vp(q). Si vp(q)#2 mod 4, on peut donc remplacer la condition
donne e en (2) par (vp(q)2) P  E0(Qp).
III.2 Re duction additive
Si p est un nombre premier impair ou E a potentiellement bonne re duc-
tion, les re sultats de [Se1], 9 5.6 permettent de donner sa ramification en
fonction de vp(2). Retenons le re sultat:
Proposition III.2.1. On suppose que E a potentielle bonne re duction
en p. Alors :
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Si p5, l ’indice de ramification ep(D) est e gal a 3 si et seulement si
vp(2)0 mod 3.
Si p=3 et si vp(2)0 mod 3, alors 3 divise ep(D).
Si EQp a mauvaise re duction additive et si EDv a bonne re duction,
alors l’extension Dv Qp est ramifie e. De plus, on a de montre dans la
proposition III que dans ce cas, l’extension Nw Dv est non ramifie e.
Si par contre EQp n’est pas de bonne re duction potentielle, on remarque
comme en III.1 que ep(D)=1 ou 2 selon que vp(2) est pair ou impair.
Il nous faut traiter a part le cas ou E est de mauvaise re duction additive
sur Qp et de mauvaise re duction multiplicative sur Dv , ce qui ne peut
arriver que quand vp( j )<0 et quand l’extension Dv Qp est ramifie e (i.e.
quand vp(2) est impair). Soit alors q l’entier p-adique tel que jq= j et
F=Qp(- &c6) l’extension quadratique ramifie e de Qp sur laquelle Eq et E
deviennent isomorphes ([Si], appendice C, the ore me 14.1). La de monstra-
tion du re sultat suivant, voisine de celle de la proposition III.1, est laisse e
au lecteur.
Proposition III.2.2. Supposons E de mauvaise re duction additive sur Qp
et de mauvaise re duction multiplicative sur Dv . Alors l ’extension Dv Qp est
une extension quadratique ramifie e. De plus, l ’extension Nw Dv est non
ramifie e si et seulement si P # E0(Qp)+2E(Qp) ou q  NFQp(F*).
Etudions maintenant la ramification dans Nw Dv dans le cas ou EDv a
mauvaise re duction additive.
Soit L un corps local muni d’une valuation v et soit p la caracte ristique
de son corps re siduel l. Conside rons la suite exacte
1  E1(L)  E0(L)  E ns(l )  1.
Si EL a mauvaise re duction additive, alors l’ordre du groupe E ns(l ) des
points non singuliers de la re duction de E au-dessus de p est une puissance
de p. Comme pour tout entier n premier a p, le groupe E1(L) est unique-
ment divisible par n, on montre alors qu’il en va de me^me de E0(L).
Lemme III.2.3. Si EL a mauvaise re duction additive et si E2/E(L),
alors le groupe E(L)E0(L) est isomorphe a E2 et E(L) ne contient pas de
point d ’ordre 4.
De monstration. On sait que dans le cas d’une mauvaise re duction
additive, le groupe E(L)E0(L) est d’ordre 4 (voir par exemple [Si]). S’il
existait un point d’ordre 2 dans E0(L), il de finirait par re duction un point
d’ordre 2 de E ns(l), ce qui est absurde. Comme E2 est bicyclique d’ordre 4,
on peut alors conclure. K
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Proposition III.2.4. Si EL ve rifie les hypothe ses du lemme pre ce dent et
si P est un point de E(L)"2E(L), alors l ’extension L( 12P)L est ramifie e.
De monstration. On montre en fait que si P  2E(L), la courbe E ne peut
e^tre de mauvaise re duction additive sur L$=L( 12P). Soit en effet R=
1
2P,
il existe S=2T # E0(L) tel que 2(R&T ) # E2 (puisque E0(L) est unique-
ment divisible par 2). Comme R  T+E2 , le point R&T est un e le ment
d’ordre 4 de E(L$). K
Si on applique cette proposition a l’extension Nw Dv . On obtient le
re sultat :
Proposition III.2.5. Si ep(D)2 et si EDv est de mauvaise re duction
additive :
(1) Si P # E0(Q), alors Nw=Dv .
(2) Si P  E0(Q), alors ep(Nw)=2ep(Dv). De plus, si ep(D)=2, le
groupe d ’inertie G0( p) de l ’extension Nw Qp est cyclique d ’ordre 4.
Ce re sultat se de montre a l’aide du lemme:
Lemme III.2.6. Sous les hypothe ses pre ce dentes, P # 2E(Dv) si et seule-
ment si P # E0(Qp).
De monstration. Si P # E0(Qp), alors P # 2E0(Qp)/2E(Dv). Re ciproque-
ment, supposons que P # 2E(Dv). Comme E(Dv)E0(Dv) est d’exposant 2,
alors P # E0(Dv). Si l’extension Dv Qp est non ramifie e, alors P # E0(Qp).
On suppose que l’extension Dv Qp est ramifie e. Dans ce cas, E(Qp)
contient un point d’ordre 2 et E(Qp)E0(Qp) est d’ordre 2 ou 4. En outre,
2P # E0(Qp), sinon E(Dv) contiendrait un point d’ordre 4. Comme E0(Qp)
est uniquement divisible par 2, on en de duit qu’il existe Q # E0(Qp) tel que
P#2Q mod E2 . Mais P=2R, ou R # 2E(Dv) ; ainsi, 2(R&Q) # E2 et
P=2Q puisque E(Dv) ne contient pas de point d’ordre 4. K
III.3 Tableau des ramifications
On rappelle que S de signe l’ensemble des nombres premiers impairs tels
que EQp soit de mauvaise re duction. Notons S+ (resp. S*) l’ensemble des
nombres premiers impairs tels que EQp soit de mauvaise re duction
additive (resp. multiplicative). Soit p # S"[3] et supposons pour simplifier
que la re duction de E soit du me^me type sur Qp et Dv (si p # S+ et si EDv
est de re duction multiplicative, la proposition III.2.2 indique qu’il faut
remplacer la condition P # E0(Qp) par P # E0(Qp)+2E(Qp) et que l’une
des e quivalences e nonce es ci-dessous devient une implication). On peut
re sumer les re sultats obtenus comme suit:
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ep(N)=4  p # S+, vp(2)#1 mod 2 et P  E0(Qp).
ep(N)=3  vp( j )0 et vp(2)0 mod 3.
ep(N)=2 
v Si p # S+ :
\vp(2)#1 mod 2et P # E0(Qp) + ou \vp(2)#{
0 mod 6 si vp( j )0
0 mod 2 si vp( j )<0+ .etP  E0(Qp)
v Si p # S
*
:
vp(2)#1 mod 2
ou
vp(2)#0 mod 2 et {
P  E0(Qp)+2E(Qp) si la re duction
est de ploye e.
P  E0(Qp) et vp(2)#2 mod 4 si la
re duction est non de ploye e.
Pour p=3, la proposition III.2.1 est moins pre cise que pour p5 et cer-
taines des e quivalences donne es ci-dessus deviennent des implications. De
plus, on note que si l’on a v3( j )0, v3(2)#1 mod 2 et v3(2)0 mod 3,
alors l’indice de ramification de 3 dans N est e gal a 6, ce qui est interdit
aux autres nombres premiers.
IV. Exemples nume riques
Ce paragraphe utilise le the ore me II.2 et les re sultats du paragraphe III
pour construire de nombreuses extensions NQ de type S4 , de nombre de
classes pair (resp. impair). La proposition IV.1 montre combien l’utilisation
des courbes elliptiques est propice a ces constructions.
Reprenons les notations des paragraphes pre ce dents. On suppose N de la
forme NP ou P # E(Q)"2E(Q). On suppose la courbe E de finie par l’e qua-
tion y2=x3+Ax+B et le point P de coordonne es (a, b), ou A, B, a et b
sont des e le ments de Z. On suppose le polyno^me X 3+AX+B irre ductible
sur Q.
Proposition IV.1. Le corps NP est clo^ture galoisienne de l ’extension
quartique K=Q(%), ou % est racine du polyno^me
fP(X )=X 4&4aX 3&2AX 2&4(Aa+2B) X+A2&4aB.
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De monstration. On ve rifie que K=Q( 12P) est une extension quartique
de Q contenue dans NP . On en de duit que Q(x( 12P)) est une sous-extension
de K contenant strictement Q et donc que Q(x( 12P))=K. On pose
%=(x( 12P)). Les formules d’addition sur E montrent que % est racine du
polyno^me fP(X ). K
Nous nous inte ressons plus particulie rement au cas ou la courbe E est
d’e quation y2=x3+Ax+n2, les parame tres A et n appartenant a Z. Soit
P=(0, n), le polyno^me fP(X ) est alors e gal a X 4&2AX 2&8n2X+A2, que
nous notons gA, n .
Proposition IV.2. Les proprie te s suivantes sont e quivalentes:
(1) P # 2E(Q).
(2) gA, n(X ) a une racine dans Z.
(3) gA, n(X ) est re ductible sur Q.
De monstration. On suppose que P=2R et on note (u, v) les coordon-
ne es de R. Comme P{O, l’ordonne e v de R est non nulle. Les formules
d’addition sur E montrent que x(2R)=0 si et seulement si gA, n(u)=0. Si
P  2E(Q), on sait que Gal(NP Q)&S4 ou A4 et que fP=gA, n de finit un
corps quartique. On en de duit que (3) implique (1). K
Remarque. Si n2 ne divise pas 4A3, le the ore me due Lutz-Nagell ([Si],
corollaire VIII.7.2) permet d’affirmer que le point P est d’ordre infini sur E
(ce qui est une condition ne cessaire pour que le the ore me puisse s’appliquer).
Proposition IV.3. On suppose le polyno^me gA, n irre ductible. On note N
son corps de de composition. On pose d=4A3+27n4. Alors l ’extension NQ
est plongeable si et seulement si (&1, d )(2, d )=1.
De monstration. Soient % une racine du polyno^me gA, n et K=Q(%). Si x
a pour coordonne es (x0 , x1 , x2 , x3) dans la base (1, %, %2, %3) du Q-espace
vectoriel K, on peut calculer
TrKQ(x2)=x20+2Ax0 x2+12n
2x0 x3+Ax21+12n
2x1 x2
+2A2x1 x3+A2x22+40An
2x2 x3+(A3+48n4) x23 .
La re duction en somme de carre s de cette forme quadratique donne
l’e quivalence :
TrKQ(x2)tX 20+AX 21&AX 22+dX 23 .
L’invariant de Witt de la forme TrKQ x2 est e gal a (&1, d ), ainsi l’exten-
sion NQ est-elle plongeable si et seulement si (&1, d )(2, d )=1 (voir
[Se2], the ore me 1). K
380 CASSOU-NOGUE S ET JEHANNE
File: 641J 192916 . By:BV . Date:07:07:07 . Time:11:48 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3467 Signs: 2652 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
The ore me IV.4. Soient k et n deux entiers et soit
hk, n(X )=X 4&nX&k.
On suppose le polyno^me c(X )=X 3+4kX+n2 irre ductible. Soit E la courbe
elliptique d ’e quation y2=c(x). Alors le point P=(0, n) # E(Q)"2E(Q) si et
seulement si le polyno^me hk, n est irre ductible. Dans ce cas, le corps de de com-
position de hk, n est l ’extension galoisienne de Q obtenue a partir de la courbe
E et du point P. Son groupe de Galois est isomorphe a S4 (resp. A4) si et
seulement si &256k3&27n4  Q*2 (resp. &256k3&27n4 # Q*2).
De monstration. Gra^ce a la proposition IV.1, il suffit de ve rifier que si %
de signe une racine de g4k, n , alors :=(%2&4k)4n est une racine de hk, n . K
Remarque. Le the ore me IV.4 permet de donner une re alisation ellipti-
que des quatre corps quarties de type S4 et de signature mixte de plus petit
discriminant en valeur absolue. En effet, en prenant (k, n)=(1, 1) (resp.
(&2, 9), (&4, 5), (41, 11)), on obtient le corps quartique de discriminant
&283 (resp. &331, &491, &563). On obtient e galement le corps quartique
totalement imaginaire de type S4 de plus petit discriminant (c’est-a -dire de
discriminant 229) en prenant (k, n)=(&1, 1).
Proposition IV.5. Soit n un nombre entier impair et soit N le corps de
de composition du polyno^me h1, 2n(X )=X 4&2nX&1, alors l ’extension NQ
est galoisienne a groupe de Galois S4 . Si 16+27n4 est un nombre premier
modulo les carre s, l ’extension NQ est plongeable et hK$ a me^me parite que
hK . De plus, si L de signe l ’unique extension quadratique de C qui soit dis-
tincte de D, contenue dans N et de norme k sur Q, le nombre de classes hN
a me^me parite que 12 hL .
De monstration. Le discriminant de E est e gal a 2=&28(16+27n4).
Supposons que 16+27n4=pm2, ou m est un entier et p un nombre
premier. Le corps k est e gal a Q(- &p). Comme p#3 mod 8, le corps N
est plongeable (proposition IV.3).
Montrons que le nombre premier 2 est ramifie dans l’extension ND. Soit
: une racine de h1, 2n . Un crite re de Dedekind (voir [Co], The ore me 6.1.4)
montre que l’indice de Z[:] dans OK est impair. Ainsi la de composition en
produit d’ide aux premiers de 2OK est-elle donne e par la factorisation de la
re duction de h1, 2n(X ) dans F2[X ] ([Co], the ore me 4.8.13). On en de duit
que 2OK=p4. Comme (D : Q)=6, on voit alors que 2 se ramifie dans ND.
Soit maintenant q un nombre premier impair. On voit facilement que P
est un point non singulier de la re duction de E en q et donc que
P # E0(Qq). L’e tude mene e pre ce demment permet d’en de duire que l’exten-
sion ND est non ramifie e au-dessus de tout nombre premier impair. Le
nombre premier p est en outre le seul a se ramifier dans k ; par conse quent,
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TABLEAU IV.6.
les ide aux premiers de K ramifie s dans K$ sont au nombre de deux et divi-
sent p (voir [Je]). Nous sommes donc dans le cas (c) du the ore me II.2.
Comme (2p)=&1, on peut alors conclure puisque la racine : du
polyno^me h1, 2n est une unite de K de signature mixte ; l’existence d’une telle
unite permet d’affirmer que h+K =hK .
L’e tude des ramifications dans NQ mene e ci-dessus montre que l’exten-
sion NL est ramifie e en un unique ide al premier situe au-dessus de 2 et que
l’indice de ramification correspondant est e gal a 2. Rappelons que l’exten-
sion NL est cyclique d’ordre 4 (voir [Je]). Un calcul de classes invariantes
([Ja]) montre que haN=
1
2 hL . K
Exemples. Le tableau IV.6 donne le nombre de classes hK de K pour
chaque nombre entier impair n<1000 tel que 16+27n4 soit premier
modulo les carre s : dans ce cas, hK$ et hK sont de me^me parite . Si nous
avons calcule (gra^ce a PARI) hK pluto^t que hL , c’est que K est de degre 4
et hL de degre 6 ; cette diffe rence de degre se traduit lorsque |dK | grandit
par une diffe rence conside rable en place et en temps de calcul. Nous avons
tout de me^me pu calculer hL pour les 8 premiers exemples de ce tableau :
alors hL est respectivement e gal a 2, 2, 2, 6, 6, 2, 18 et 128 ce qui donne
dans les sept premiers cas un nombre de classes hN impair et pour n=35
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un nombre haN de classes invariantes dans l’extension cyclique NL divisible
par 26 et donc un nombre de classes hN pair.
Proposition IV.7. Soit n un nombre entier impair (resp. q{43 un
nombre premier impair, q>5 un nombre premier congru a 1 modulo 4) et
soit N le corps de de composition du polyno^me h1, n(X )=X 4&nX&1 (resp.
hq, q(X )=X 4&qX&q, hq2, q2(X )=x 4&q2X&q2), alors l ’extension NQ est
galoisienne a groupe de Galois S4 . Si de plus l ’extension NQ est plongeable,
alors hK$ est pair.
De monstration. Traitons d’abord le cas du polyno^me h1, n(X )=
X 4&nX&1. Soit p un nombre premier impair. En conside rant la re duction
de la courbe elliptique E d’e quation y2=x3+4x+n2, on montre que
l’extension ND est non ramifie e en p. Comme de plus le discriminant
d=&(256+27n4) du polyno^me h1, n est impair, l’extension ND est non
ramifie e et k{Q(- &1). On peut alors conclure en appliquant le
the ore me II.2.
Conside rons le polyno^me hq2, q2=X 4&q2X&q2 (le cas du polyno^me
hq, q=X 4&qX&q se traiterait de la me^me manie re). Soient E la courbe
elliptique d’e quation y2=x3+4q2x+q4 et P=(0, q2) un point de E(Q).
On ve rifie que si q>5, l’intersection E(Q) & E2 est re duite a [O]. La
courbe E est de discriminant 2=&24q6(28+27q2) et d’invariant
modulaire j=214 } 33(28+27q). Elle a donc mauvaise re duction additive en
q et l’on de duit du 9 III.3 que q est ramifie dans l’extension ND. Comme le
discriminant d=&q6(28+27q2) du polyno^me hq2, q2 est impair, 2 n’est pas
ramifie dans K. Soit enfin E la re duction de E en un nombre premier impair
distinct de q, le point P # E obtenu par re duction de P est non singulier : on
en de duit que l’extension ND est non ramifie e en dehors de q.
On ve rifie que d=28+27q2  Q*2. Soit p un diviseur premier de d tel
que vp(d )#1 mod 2. Si l’extension NQ est plongeable, pOK=pp$p"2 et le
nombre t d’ide aux premiers de K ramifie s dans K$ est supe rieur ou e gal a
2. Si t3, le nombre de classes hK$ est pair. Si par contre t=2, le
the ore me II.2.c nous rame ne au calcul de (qp). Nous sommes dans le cas
ou t=2. Ainsi d est-il congru a p modulo les carre s et on calcule
(qp)=(dq)(&1)( p&1)(q&1)4=1, ce qui prouve que hK$ est pair. K
Exemples. 1. Si n=1, 9 ou 13 (resp. si q=3, 19 ou 73, si q=3, 5
ou 17), le polyno^me h1, n (resp. hq, q , hq2, q2) ve rifie les hypothe ses de la
proposition et hK$ est pair.
2. Si l’on conside re hq, q avec q=59, alors d=432. Le corps N de
de composition du polyno^me hq, q est plongeable et t=0. Nous sommes
donc dans le cas (a) du the ore me II.2. Un calcul sur PARI montre que
hK=1, et donc que hK$ est impair.
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Les me^mes me thodes permettent de montrer le re sultat :
Proposition IV.8. Soient p et q des nombres premiers distincts ne divi-
sant pas 6 et m un entier premier a 2c, ou c=3pq. Le corps de de composition
du polyno^me
f (X )=X 4&18cX 2&8c2m2X+81c2
est galoisien sur Q a groupe de Galois S4 et de nombre de classes pair.
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